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J. H. $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{V}\mathrm{C}\mathrm{l}\cdot \mathrm{l}\mathrm{U}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}$ : ”The arithmetic of elliptic curves”, GTM106, Springer (1986).
J.Tate (Invent. math. 23 (1974) $\mathrm{p}\mathrm{p}.179-206$ ).
$-$
$\mathrm{N}=\{1,2, \ldots\}$ $\mathrm{Z}$ $\mathrm{Q},$ $\mathrm{R},$ $\mathrm{C}$ $\text{ }$
Z2 $\ell$ $\mathrm{Q}\ell$
$\mathrm{F}_{q}$ $q$ ( $q$ ) $K$ char $(K)\text{ }\overline{K}$ $K$
$A$ $|A|$ ( \rangle $a,$ $b(a\neq 0)$
$a|b$ $a$ $b$ $a\parallel b$ $a|b$
1.




(2) 1 $K-$ $O$
(3) $\mathrm{P}^{\underline{9}}$ 3 $K-$ $O$
925 1995 1-9 1
$E$ $O$
(3)
( char$(K)\neq 2,3$ ):
$(^{*})$ $E:Y^{2}Z=X^{3}+AXZ^{2}+BZ^{3}$ $(A, B\in K)$ .
(X : $Y$ : $Z$ ) $\mathrm{P}^{2}$ $O=(0:1:0)\in \mathrm{P}^{2}$
$\Delta=-16(4A^{32}+27B)$
$\Delta\neq 0$
$(^{*})$ $Z=0$ $O$ $x=X/Z,$ $y=\mathrm{Y}/Z$
$(^{**})$ $E:y^{2}=x^{3}+Ax+B$
$E$ Weierstrass normal form




$E$ $j$ $E$ $\overline{K}$ $\omega=\mathrm{d}x/2y$ $E$
– ( ) $E$
$E$
$K$ $L$ $E$ $L-$ $E(L)$
$E(L)=$ { $(X$ : $Y$ : $Z)\in \mathrm{P}^{2}|X,$ $\mathrm{Y},$ $Z\in L,$ $(X$ : $Y:Z)$ $(^{*})$ }
$=$ { $(x,$ $?)\mathrm{t})\in L^{2}|(x,$ $y)$ $(^{**})$ }\cup {O}
$E$ $E(L)$ $O$ (
)
$??$, $E$ $?l$ $E_{n}$. :
$E_{n}=\{P\in E(\overline{K})|?\iota P=O\}$ .
$E_{n}$ ( $p=\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}(K)$ )
Theorem 1. $P \int?\lambda$ $E_{n}\cong(\mathrm{Z}/\mathit{7}l\mathrm{Z})\oplus(\mathrm{Z}/n\mathrm{Z})$ .
$\ell$
$P$
,$x\in \mathrm{N}$ \ell $E_{l^{n+1}}arrow E_{\ell^{n}}$
$T_{\ell}(E)= \lim E\ell narrow n$
$\mathrm{Z}\ell^{-}$
,
$E$ ( $\ell$ ) Tate $T\ell(E)$ $\mathrm{Z}\ell-$
$\mathrm{Z}\ell,$ $\oplus \mathrm{Z}\ell$
,
(Theorem 1 ) $T\ell(E)$
$\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)$ ( $K$




$L=\mathrm{Z}+\mathrm{Z}\tau(\tau\in \mathrm{C}, \mathrm{h}\mathrm{n}(\tau)>0)$ $E(\mathrm{C})\cong \mathrm{C}/L$ $E(\mathrm{C})$
$\mathrm{C}/L\text{ _{ } _{ } }.-$ Theorem 1
2.
$p$ $q$ $p$ $K=\mathrm{F}_{q}$ ( $q$ ) (
$q=p$ ) $n\in \mathrm{N}$ $E(\mathrm{F}_{q^{n}})$
$N^{(n)}=|E(\mathrm{F}_{q}n)|$ $(\in \mathrm{N})$
$u$ $u$ ( $\exp()$ ):














$1-a\cdot u+q_{1}\iota^{2}=(1-\alpha\cdot u)(1-\beta u)$ $(\alpha, \beta\in \mathrm{C})$ (3) $\alpha,\beta$
$|\alpha|=|\beta|=\sqrt{q}$ (3) $-$
(2) (1) ( )
$-$
3
$Z(E/\mathrm{F}_{q}, u)$ Tate $\varphi_{q}(x)=$
$x^{q}$ $\varphi_{q}\in \mathrm{G}_{\mathfrak{c}}\backslash 1(\overline{\mathrm{F}q}/\mathrm{F}_{q})$





$K=\mathrm{Q}$ ( ) $(^{*})$ $A,$ $B\in \mathrm{Q}$
(X, $Y,$ $Z$ ) $A,$ $B\in \mathrm{Z}$
$\triangle\in \mathrm{Z}$ $\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}$ $E(\mathrm{Q})$ $E$ $\mathrm{L}$
$E/\mathrm{Q}$ $\mathrm{L}$ $P$
$(^{*})$ reduction $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$
$\mathrm{F}_{p}$ 3 $\gamma_{\llcorner}$. ( ) $E(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{P)}$
$p \int\triangle$ $E(\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{d}_{P)}$ $\mathrm{F}_{p}$ (
$E$ $P$ good reduction $P$ ( $E$ ) good prime
) $P$ good $\tilde{E}=E(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}_{P)}$ $a_{p}=p+1-|\tilde{E}(\mathrm{F}_{p})|$
$L_{p}(u)=1-a_{p}u+pu^{2}$
( $Z(\tilde{E}/\mathrm{F}_{p},$ $u.)$ ) $E/\mathrm{Q}$ $\mathrm{L}$ ( $s\in \mathrm{C}$
) :
$L(E/ \mathrm{Q}, S)=\prod pL_{p}(p-S)^{-1}$ .
( ) $p|\Delta$
$P$ ( ) $L_{p}(u)$
$L(E/\mathrm{Q}, s)$
Theorem 2 :





(A) Hasse-Weil . $L(E/\mathrm{Q}, s)$ $\mathrm{C}$
$E/\mathrm{Q}$ $E/\mathrm{Q}$ (conductor)
$N=N_{E}$ $N$ ( )
$P\parallel\triangle\Rightarrow P\parallel N$ $N$
$\xi(E/\mathrm{Q}, s)=N^{S/}2(2\pi)^{-}S\Gamma(S)L(E/\mathrm{Q}, s)$





$\epsilon=\pm 1$ ( $-\epsilon$ $\pm 1$ (
) )
$[\mathrm{C}\mathrm{M}]$ [MO $\mathrm{D}$ ] $E$ (A) (B)
:
$[\mathrm{C}\mathrm{M}]E$ (CM tyPe ) $E$ $\overline{\mathrm{Q}}$
End$(E)$ 2 $F$ order
[MO $\mathrm{D}$ ] $E/\mathrm{Q}$ modular modular $x_{0}(N)$ $E$
( $N$ )
$X_{0}(N)$
$\Gamma_{0}(N)=\{\in SL_{2}(\mathrm{z})|c\equiv 0 (\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} N)\}$
rnoelltlal$\cdot$ $\circ$
$[\mathrm{C}\mathrm{M}]$ $L(E/\mathrm{Q}, s)$ $F$ Hecke $\mathrm{L}$
(A) ( $\mathrm{B}\rangle$ [MO $\mathrm{D}$ ]
$f( \tau)=\sum_{1\eta.=}^{\infty}a_{n}qn$ $(q=\exp(2\pi\sqrt{-1}\tau), \tau\in \mathrm{C}, \mathrm{I}\ln(\mathcal{T})>0)$
$\Gamma_{0}(N)$ ( ) $\epsilon$ normalized cusp form Hecke
( )
$L(E/\mathrm{Q}, S)=L(f, s)$ $(:= \sum_{n=1}a_{n}n-S)\infty$








( $N$ Wiles (C) )
4. $\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}$
$E/\mathrm{Q}$ $E(\mathrm{Q})$
Theorem 4(Mordell (-Weil)). $E(\mathrm{Q})$
Theorenl 4
$E(\mathrm{Q})\cong E(\mathrm{Q})_{t_{\mathit{0}}r}\oplus \mathrm{Z}r$ $(r\geq 0)$
5
( $E(\mathrm{Q})_{tor}$ ) $r$ $r(E/\mathrm{Q})$ $E/\mathrm{Q}$
(A) $L(E/\mathrm{Q}, s)$ $s=1$
( order) $\rho(E/\mathrm{Q})$ ( $E/\mathrm{Q}$ analytic rank
):
$\rho(E/\mathrm{Q})=0\Gamma \mathrm{d}_{S}=1L(E/\mathrm{Q}, s)$ .
( 6 )








$s arrow 11\mathrm{i}111\frac{L(E/\mathrm{Q},s)}{(s-1)^{\rho}}=\frac{\Omega R|\mathrm{I}\perp\iota(E/\mathrm{Q})|\prod_{p}c_{p}}{|E(\mathrm{Q})_{tor}|2}$
-
$\Omega=\int_{E(\mathrm{R})}|\omega|$ $c_{p}=[E(\mathrm{Q}_{p})$ :
$E_{0}$ (Qp) $]$ ( $P\mathit{4}^{N}\Rightarrow c_{p}=1$ ) $R=\det(\hat{h}(P_{i}, P_{j}))_{1}\leq i,j\leq r$
$E/\mathrm{Q}$ regulator $E/\mathrm{Q}$ canonical height $\text{ }$
$P_{1},$
$\ldots$ , P7 $E(\mathrm{Q})/E(\mathrm{Q})_{tor}$ (1 )
$\mathrm{u}\rfloor(E/\mathrm{Q})=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(H^{1}(\mathrm{Q}, E)arrow\prod_{p\leq\infty}H^{1}(\mathrm{Q}_{p}, E))$
$E/\mathrm{Q}$ Tate-Shafarevich $(H^{1}(K, E)$
$H^{1}(\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K), E(\overline{K}))$ $H^{1}(\mathrm{Q}, E)arrow H^{1}(\mathrm{Q}_{p}, E)$
$\mathrm{Q}arrow \mathrm{Q}_{p}$ $\mathrm{Q}_{\infty}=\mathrm{R}$ )
$(E/\mathrm{Q})$
(E) . $]_{-}[\rfloor(E/\mathrm{Q})$
$(\mathrm{D}2.)$ (E) Rubin Kolyvagin
$E/\mathrm{Q}$ (E) $(E/\mathrm{Q})$
$|$ $(E/\mathrm{Q})|$
$\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}$ ( $(\mathrm{D}1)$ $(\mathrm{D}2)$ ) Birch, Swinnerton-Dyer, Cassels, Coates-
Wiles, Greenberg, Gross-Zagier, Rubin, Kolyvagin
(Kolyvagin
) $r$ ( $\rho$ ) q







$\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}$ ( $(\mathrm{D}1)$ ) ( $\mathrm{Q}$ )
( $(\mathrm{D}2)$ $|\mathrm{u}](E/\mathrm{Q})|$ ” ” )
(6 )
2: (isogeny) .
$E$ $E’$ (isogenous) ( $\varphi$ : E\rightarrow E’





$F$ $F$ ( Theorem 5)
$\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}$ ( $E(\mathrm{Q})$ ( ) $E_{F}$ (
) ) $K$
.-\tilde ’
$O_{F}$ $F$ ( ) $E_{F}=O_{F}^{\mathrm{x}}$ $F$
$\zeta_{F}(_{S)}=\sum_{a}N(\alpha)^{-}s\prod_{\mathfrak{p}}=(1-N(\mathfrak{p})-s)-1$
$F$ ( $a$ $\mathfrak{p}$ $O_{F}$
$N(\mathfrak{a})$ ).-,. $r_{1},$ $r_{2}$ $F$ $r=r_{1}+r_{2}-1$










4 : Geometric Analogue.
$\mathrm{Q}$ $\mathrm{F}_{q}$
.
( $q$ ) 1 $K$ $K$
$K$ $E/K$ $(\mathrm{D}1)_{\text{ }}(\mathrm{D}$
$2)_{\text{ }}(\mathrm{E})$ ( $\mathrm{B}\mathrm{S}\mathrm{D}$ Geometric Analogue) (
$(\mathrm{D}1)_{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}$ ) M.Artin, Tate, Milne
( ):
(1) $p\neq 2$ $(\mathrm{D}1)_{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}\Rightarrow(\mathrm{D}2)_{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}$ (E)geom
(2) $(\mathrm{D}1)_{\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{m}}$
$E$ $\mathrm{F}_{q}$
geometric $\mathrm{Q}$ $\circ$ Geometric




( $[\mathrm{C}\mathrm{M}]$ [MO $\mathrm{D}]$ ) $(\mathrm{D}2)$
. $|\mathrm{I}\perp \mathrm{I}(E/\mathrm{Q})|$ (




,, ( ) Birch
and Swinnerton-Dyer :”Notes on elliptic curves II”, Crelle 218 (1965) pp.79-108
2 Siegel (Siegel –
) 2 $Q(x_{1}, \ldots, x_{n})$ $t\in \mathrm{N}$ $P$









3 Q. $- \text{ }$ (
$(^{*})$ $B=0$ ( $[\mathrm{C}\mathrm{M}]$ ) )
Siegel
$f(x)= \prod_{\prime}\frac{\mathit{1}\mathrm{v}_{p}}{p}$





$f(x)\sim c(\log(X))g$ ($g\geq 0$ C )
( $f(x)$ ) $g$
$E$ $E(\mathrm{Q})$ ( ) –
( $!$ ) $E(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p)$ good reduction
$\frac{N_{p}}{p}=(1-a_{p}p^{-s}+p^{12}-s)|_{S}=1$
f(x) $L(E/\mathrm{Q}, s)$ $s=1$
$(\mathrm{D}1)$ $(\mathrm{D}2)$
( $|$ $(E/\mathrm{Q})|$
( 2-part)
) ( )
( )
9
